
Вестник ПГТУ. Сер. Радиотехнические и инфокоммуникационные системы. 2022. № 3(55) ISSN 2306-2819 

28 

Научная статья 
УДК 621.372 
https://doi.org/10.25686/2306-2819.2022.3.28 
 

Синтез компенсаторов частотной дисперсии 
на основе цифровых фазовых цепей 

 

В. Н. Бугров, Д. В. Савельев, О. Е. Кудряшова, В. В. Сатаев 
Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, 

Российская Федерация, 603022, Нижний Новгород, проспект Гагарина, 23 
olga.kudryashova@rf.unn.ru 

 

Аннотация. Рассматриваются вопросы решения задачи многофункционального син-
теза цифрового фазового БИХ-фильтра с линейной дисперсионной характеристикой, необ-
ходимой для компенсации дисперсионных искажений в полосе радиоканала, методами не-
линейного математического программирования в целочисленном пространстве восьмиби-
товых параметров. Приводятся характеристики и оптимальные параметры синтезиро-
ванного цифрового компенсатора. 
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Введение. Актуальной задачей циф-

ровой обработки сигналов является кор-
рекция дисперсионных искажений в сиг-
нальных трактах различных аналого-
цифровых систем. Как известно, данные в 
каналах связи обычно кодируются после-
довательностью импульсов, несущих по-
лезную информацию. Влияние частотной 
дисперсии приводит к искажению или 

даже полному перекрытию этих импуль-
сов [1]. Так, хроматической дисперсии во-
локонного световода SMF 28 (фирмы 
CORNING) в диапазоне 1 309 – 1 311 нм 
соответствует график 1 на рис. 1. Таким 
образом, для компенсации дисперсии 
волны в световоде дисперсионная харак-
теристика компенсатора должна соответ-
ствовать пунктирной линии 2. 

 

 
Рис. 1. Дисперсионные характеристики линии передачи и компенсатора дисперсии 

Fig. 1. Dispersion characteristics of the transmission link and dispersion compensator 
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В стационарных же структурах отсут-
ствуют волновые процессы и частотная 
дисперсия обусловлена различным време-
нем обработки спектральных составляю-
щих широкополосного сигнала. Так, силь-
ную частотную дисперсию имеют линей-
ные БИХ-фильтры с постоянными коэф-
фициентами, что даёт возможность ис-
пользовать такие дискретные системы для 
компенсации дисперсионных искажений в 
полосе радиоканала или сигнального трак-
та. Формально обработку спектральных 
составляющих в системе определяет, как 
известно, групповое время запаздывания 
(ГВЗ), как частотная производная от фазо-
вой характеристики фильтра: 
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Тогда коэффициент дисперсии D() 
как скорость изменения группового вре-
мени запаздывания по частоте определя-
ется следующим образом: 
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Примеры частотных характеристик 
ГВЗ и дисперсии для заданного закона 
изменения фазы приведены ниже (рис. 4). 

Таким образом, ГВЗ и дисперсия D() 
являются удобной количественной мерой 
изменения модификации фазовой харак-
теристики фильтра. Коэффициент диспер-
сии позволяет проводить оценку очень 
малых фазовых девиаций, что и необхо-
димо для проектирования цифрового ком-
пенсатора дисперсии (ЦКД) с заданным 
законом изменения дисперсионной харак-
теристики [2].  

Наиболее целесообразно в структуре 
построения цифрового компенсатора ис-
пользовать рекурсивные фазовые (все-
пропускающие) фильтры соответствую-
щего порядка, так как они не вносят ам-
плитудные искажения при коррекции фа-
зовых или дисперсионных искажений 
сигнального тракта. Очевидно, что при 
построении ЦКД необходимо наиболее 
адекватное представление дисперсионной 
характеристикой компенсатора на стадии 

его проектирования. Стандартному клас-
сическому расчёту фазового БИХ-фильтра 
по его аналоговому прототипу [3, 4] свой-
ственны, как известно, систематические 
ошибки как аналитической аппроксима-
ции характеристик аналогового прототипа 
компенсатора, так и ошибки квантования 
постоянных его коэффициентов на этапе 
реализации ЦКД на выбранной цифровой 
платформе, что не позволяет использовать 
аналитические подходы к параметриче-
скому синтезу ЦКД.  

Указанные систематические ошибки 
могут быть устранены при синтезе ЦКД 
численными методами нелинейного дис-
кретного программирования с заданной 
системой прямых и функциональных 
ограничений [5], дающих возможность 
работать не с аналитическим, а с дискрет-
ным табулированным представлением ха-
рактеристик. Это, в свою очередь, позво-
ляет заменить аналитическую аппрокси-
мацию простой оцифровкой фазовых ха-
рактеристик ЦКД и осуществлять синтез 
технического решения поисковыми мето-
дами многокритериальной оптимизации. 

Ошибки квантования также легко ис-
ключить, осуществив дискретизацию и 
параметрического пространства коэффи-
циентов компенсатора только теми значе-
ниями, при которых ошибка квантования 
равна нулю. При использовании в цифро-
вой платформе вычислений в формате с 
фиксированной точкой (ФТ) наиболее це-
лесообразно осуществлять дискретизацию 
параметрического пространства коэффи-
циентов целочисленным кодом данного 
представления [6]. Это обеспечивает мак-
симальное быстродействие работы ЦКД в 
реальном времени, а также позволяет эф-
фективно применять технику динамиче-
ского квантования его коэффициентов при 
проектировании высокоскоростных мало-
разрядных компенсаторов дисперсии в 
диапазоне рабочих частот. При необходи-
мости целочисленное решение может 
быть трансформировано в вещественное 
квантованное решение формата ФТ, ис-
пользуя для этого однозначную связь це-
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лочисленных и вещественных квантован-
ных коэффициентов ЦКД: 

1
int 2/  Wk

float CС , (3) 
где Wk – разрядность коэффициента, Сint – 
целочисленный код коэффициента, а Сfloat 
– его вещественный код. 

Таким образом, целью данной публи-
кации является применение дискретного 
нелинейного программирования для эф-
фективного синтеза целочисленных ЦКД 
малой разрядности при максимальном 
выполнении требований к совокупности 
требуемых характеристик компенсатора, 
реализованного на цифровой фазовой це-
пи. Вопросы конкретной реализации син-
тезированных решений будут подробно 
рассмотрены в последующей публикации. 

Моделирование и постановка зада-
чи синтеза ЦКД. Цифровая фазовая (все-
пропускающая) цепь, на основе которой 
реализуется компенсатор частотной дис-
персии, имеет единичный модуль коэф-
фициента передачи на всём частотном ин-
тервале Найквиста и сложный закон из-
менения фазочастотной характеристики, а 
следовательно, и её производных – ГВЗ и 
частотной дисперсии. В работах [3, 4] 
приводится аналитический расчёт ком-
плексной передаточной функции рекур-
сивного фазового фильтра заданного по-
рядка и показано, что коэффициенты чис-
лителя и знаменателя передаточной ха-
рактеристики фильтра вещественны и 
зеркальны. 

В настоящее время рекурсивные филь-
тры, в том числе и фазовые, наиболее ра-
ционально реализовывать на звеньях вто-
рого порядка в каскадной, последователь-
ной форме [7]. С учётом зеркальности ко-
эффициентов передаточная функция ре-
курсивного ЦКД, состоящего из каскадно-
го соединения m-фазовых звеньев второго 
порядка (m=N/2, где N – общий порядок 
фильтра), имеет следующий вид [8]  
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где все постоянные коэффициенты зада-
ются целочисленным кодом формата ФТ. 

При этом разностное уравнение для 
i-го звена выглядит так: 

1 2 1 2 0

( )/
n n n n n n i

y ax ax ax ay ay a
   

     , (5) 
где xn, yn – входная и выходная целочис-
ленные временные последовательности, 
a0i – нормирующий power-of-two коэффи-
циент 

 
0

2 , 0, 1, 1,q

i k

a q W i m    . 
Таким образом, при расчёте отклика 

фазового звена кроме традиционных опе-
раций сложения, умножения и задержки 
на такт присутствует операция сдвига на 
B=log2a0 бит, с помощью которой реали-
зуется целочисленное деление на power-
of-two коэффициент a0.. При реализации 
на ПЛИС топология целочисленного зве-
на фазового ЦКД содержит 4 сумматора, 4 
линии задержки на такт, 5 умножителей и 
один сдвиговый регистр (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Структура звена рекурсивного ЦКД 
Fig. 2. Structure of a recursive digital dispersion compensator (DDC) 
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Условие устойчивости рекурсивного 
фазового звена может быть записано так:  

max| |iZp r , (6) 
где rmax – допустимый максимальный ра-
диус полюсов pi передаточной функции 
фильтра в z-плоскости, при котором в си-
стеме не возникают предельные циклы. 

Задача целочисленного нелинейного 
программирования (ЦНП) в общем виде 
может быть записана так: 

mo IFF 2)()(  IXIXIX o min ,  (7) 
mida Wk

di
Wk ,12,122 11   , (8) 

  miWqa k
q

i ,11,0,20  , (9) 
mjrZp j 2,1max  , (10) 

где m – число фазовых звеньев, d – индекс 
коэффициента передаточной функции фа-
зового звена (4), IX – вектор целочислен-
ных коэффициентов, F(IX) – целевая 
функция. 

Экстремальная задача дискретного 
синтеза (7) записана относительно цело-
численного пространства I2m параметров 
(коэффициентов фазового фильтра) раз-
мерностью 2m, при этом по ограничению 
зеркальности возможно варьировать толь-
ко коэффициенты a1i и a2i. Прямые огра-
ничения (8) определяют область проекти-
рования, а ограничения (10) отвечают за 
устойчивость синтезируемого ЦКД и реа-
лизуются в поисковом алгоритме методом 
штрафных функций [9, 10]. 

Численное решение задачи синтеза (7) 
осуществлялось с помощью поискового 

алгоритма направленного сканирования 
на детерминированной сетке квантован-
ных параметров формата ФТ [10] в цело-
численной области проектирования (8). 
Вектор IXО, минимизирующий скалярную 
целевую функцию F(IX) на целочислен-
ном множестве (8), является Парето-
эффективным решением задачи синтеза 
ЦКД по требуемому закону изменения 
дисперсионной характеристики. 

Дискретный синтез цифрового 
компенсатора. В качестве примера рас-
смотрим задачу поискового проектирова-
ния малоразрядного ЦКД по линейно воз-
растающему закону изменения его дис-
персионной характеристики (рис. 3, а) и 
необходимому параболическому закону 
изменения ГВЗ компенсатора (рис. 3, б). 
При этом поисковый синтез технического 
решения осуществлялся с учётом требуе-
мого радиуса полюсов передаточной 
функции компенсатора в z-плоскости. 

Спецификационные требования для 
многофункционального синтеза вось-
мибитового рекурсивного ЦКД на фазо-
вых звеньях второго порядка определя-
лись так: 

1. Центральная частота канала: 
500 Гц. 

2. Частотная полоса компенсации: 
450 – 550 Гц. 

3. Разрядность коэффициентов: 8 бит. 
4. Порядок фазового фильтра: 4. 
5. Допустимый радиус полюсов: 0,9. 
6. Частота семплирования: 2 кГц. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Требуемые дисперсионная характеристика (а) и характеристика ГВЗ (б) компенсатора 
Fig. 3. Required dispersion characteristic (a) and group delay characteristic (GD) (b) of the compensator 
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а) 
 

 
б) 

 
в) 
 

 
г) 

Рис. 4. Характеристики ЦКД: а) АЧХ;  б) ФЧХ  в полосе пропускания; 
 в) ГВЗ в полосе пропускания;  г) частотная дисперсия 

Fig. 4. Characteristics of the DDC: a) amplitude-frequency characteristic; b) phase-frequency characteristic 
in the passband;  c) group delay in the passband; d) frequency dispersion 

 

 

Рис. 5. Импульсная характеристика компенсатора 
Fig. 5. Impulse response of the compensator 
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При проектировании рекурсивного 
ЦКД по двум требуемым характеристикам 
целевая функция определялась в виде 
взвешенной суммы частных целевых 
функций fГВЗ(IX) и fДИСП(IX), обеспечива-
ющих выполнение требуемых законов из-
менения ГВЗ и дисперсии в полосе ком-
пенсации:  

1 2

( ) ( ) ( )
ГВЗ ДИСП

F f f  IX IX IX . (11) 

При этом обе частные целевые функ-
ции формировались по критерию мини-
мума среднеквадратичного отклонения от 
требуемого закона: 

 
p 2

T

1

1( ) ( )
i n n

n

f Y Y
p 

  IX IX , (12) 

где Yn(IX) – текущее значение характери-
стики компенсатора на n-й дискретной 
частоте диапазона компенсации, а TYn  – 
требуемое значение характеристики. 

Задача целочисленного синтеза вось-
сибитового ЦКД в форме последователь-
ного соединения двух фазовых БИХ-
звеньев записывалась так: 

( ) min ( )oF F I oIX IX IX , (13) 

128 128 1, 2
di

a i    , (14) 

0

128 1, 2
i

a i  , (15) 

4,19,0  jZp j . (16) 

Время решения задачи (13) на стан-
дартном персональном компьютере не 
превышало двух минут при полном вы-
полнении прямых и функциональных 
ограничений. Квантованные оптимальные 
коэффициенты ЦКД приведены в таблице. 

Контрольный анализ найденного оп-
тимального решения в пакете MATLAB 
полностью подтвердил синтезированные 
характеристики компенсатора (рис. 4). 
При этом время задержки импульсного 
отклика компенсатора было минималь-
ным и не превышало четырёх семплов 
(рис. 5). 

Практическая реализация синтезиро-
ванного ЦКД на микропроцессорном кон-
троллере показала, что при нулевом входе 
и максимальном радиусе полюсов 0,67 
малые предельные циклы в системе от-
сутствуют. 

Заключение. Изложенные в статье 
материалы подтверждают эффективность 
проектирования цифровых компенсаторов 
частотной дисперсии в полосе сигнально-
го тракта или канала связи численными 
методами нелинейного математического 
программирования с заданной системой 
прямых и функциональных ограничений. 
При этом показано, что применение алго-
ритма поиска на дискретной сетке кванто-
ванных параметров позволяет синтезиро-
вать технические решения с нулевой 
ошибкой реализации на цифровой плат-
форме или кристалле с заданной длиной 
слова коэффициентов. Применением дис-
кретного поискового синтеза получено 
малоразрядное решение компенсатора с 
линейно возрастающей дисперсией в ча-
стотной полосе коррекции при минималь-
ной по задержке импульсного отклика 
инерционности цифрового компенсатора. 
Современные алгоритмы дискретной ми-
нимизации позволяют решать такие про-
ектные задачи надёжно и эффективно при 
выполнении всех внешних требований и 
ограничений к работе ЦКД. 

 
Оптимальные восьмибитовые коэффициенты ЦКД 
Optimal eight-bit DDC coefficients 
 

Звено фильтра Целочисленные коэффициенты Вещественные коэффициенты 
передаточной функции 

a0 a1 a2 a0 a1 a2 
1 128 -32 -29 0,9921875 -0,2500000 -0,2265625 
2 128 44 -28 0,9921875 0,3437500 -0,2187500 
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ABSTRACT 
 
Introduction. Digital phase circuits or filters based on them are widely used in digital signal 

processing to correct for dispersion distortions in signal paths and communication links. Phase 
digital IIR filters have a unity gain modulus over the entire Nyquist zone and a tricky law of 
change in the phase-frequency characteristic, and, consequently, its derivatives - group delay and 
frequency dispersion. The feasibility of implementing the required law of change in the dispersion 
characteristic allows one to use such a phase filter to correct for dispersion distortions in a nar-
row-band radio channel. We shall note that when designing digital frequency dispersion compen-
sators, the engineer deals with modest phase deviations when compensating for the frequency dis-
persion of a signal in a communication channel. This requires the most adequate representation of 
the phase-frequency characteristic and its derivatives (group delay and frequency dispersion) both 
at the stage of synthesis of a technical solution and at the stage of its implementation on a specific 
digital platform. However, the typical classical calculation of the phase IIR filter is characterized 
by both systematic errors in the analytical approximation of the characteristics of an analog pro-
totype at the stage of synthesis of a technical solution, and quantization errors of the coefficients 
at the stage of practical implementation of a technical solution on a selected digital platform. 
These errors can be eliminated when designing a dispersion compensator with the use of a state-
of-the-art numerical methods of discrete programming, which allow working not with an analyti-
cal, but with a discrete tabulated representation of the characteristics. This allows one to replace 
the analytical approximation procedure with a simple digitization of the required characteristics. 
Besides, the error in digitizing the phase characteristics of even a very complicated shape can be 
minimized by appropriate choice of frequency sampling step. The aim of the work was the usage of 
integer nonlinear programming for the efficient synthesis of integer digital dispersion compensa-
tor (DDC) with low number of bits and the maximum fulfillment of the requirements for the set of 
required characteristics of the compensator implemented on a digital phase circuit. When using 
calculations with the fixed-point format in the digital filtering algorithm, it is reasonable to discre-
tize the parametric space of coefficients with an integer code. The ideology of integer program-
ming allows to effectively design integer dispersion compensators with the complete fulfillment of 
the requirements for the set of required characteristics. Moreover, the use of dynamic coefficient 
quantization technology allows to obtain technical solutions with a minimum bit depth of data rep-
resentation. Conclusion. It was shown that the application of the searching algorithm on a dis-
crete grid of quantized parameters allows one to synthesize technical solutions with a zero imple-
mentation error on a digital platform or a crystal with a given coefficient word length. With the 
use of discrete search synthesis, we obtained a low bit depth compensator solution with a linearly 
increasing dispersion in the correction band and a minimum digital compensator inertia in terms 
of the impulse response delay. State-of-the-art discrete minimization algorithms allow to  reliably 
and efficiently solve such design problems while meeting all external requirements and limitations 
on the operation of the DDC. 
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